Unidad 4 - Funciones de varias variables: derivadas parciales, plano tangente y derivada direccional

Ejercicio 4.5.2 - Curvas de nivel y recorrido

Adaptado de: ler final 2018-1, tipo A, problema 5.

Trace las curvas de nivel de la funcién
—2

para z = 1y z = 2. Determine el recorrido de la funcién.

z=

Resolucion.

1. Dominio: x? + 4y% > 0, es decir, todo el plano salvo el origen.

2. Recorrido: y/x? + 4y? toma todos los valores de (0, ), asi que z toma todos los de
(=00,0). R={z|z < 0}.

3. Como 1y 2 no estan en el recorrido, las curvas de nivel z = 1 y z = 2 no existen
(ningin punto da un valor positivo).

4. Lo que si existe son los niveles negativos. Con z = k < 0: /x? + 4y% = —]% = x2+4y% =
%, elipses centradas en el origen.

2 2
5. z=-1: xz +9? =1, elipse de semiejes 2y 1. z = —2: x> + ﬁ = 1, elipse de semiejes
ly %
6. Resultado: R = (—o0,0); los niveles z = 1y z = 2 estan vacios; las curvas de nivel
son elipses x% + 4y% = @ mas pequeilas cuanto mas negativo es k.

Ejercicio 4.5.3 - Pendiente de la tangente a la curva de interseccion

Adaptado de: 2° final 2018-2, problema 5.

Calcule la pendiente de la recta tangente a la curva de interseccion de la grafica de
f(x,y) =9 — x2 — 2 con el plano y = 0, en el punto P(v/5,0).

Resolucion.

1. Elplano y = 0 deja fija a y: la pendiente es f,(v/5,0). La curva es la semicircunferencia

z =149 —x2 y el punto de la superficie es (+/5,0, 2).
2. Derivada parcial:

fo= —2x _ —X
e = = .
2\/9—x2—y2 \/9—x2—y2
5
3. En el punto: f,(+/5,0) = ———.
) J9-5
4. m= —ﬁ. La superficie baja al aumentar x, como se espera en la mitad derecha de una

semiesfera.

Ejercicio 4.5.4 - Comprobar una ecuacion con segundas derivadas
Adaptado de: ler extraordinario 2015-2, problema 5.
Compruebe que se cumple

9z 9%z 9%z

5 95 535 =0
ox ox 9y ay

72

Unidad 3 - Parte A - Métodos de integracion: partes, sustitucion trigonométrica y fracciones parciales

Ak
(x—r)k

Bx+C
X2+ px+q

. . . A .
= Fracciones parciales: ﬁ por factor lineal; x—jr +oet por factor repetido;

por cuadratico irreducible.
Adx _ A  xdx _ 1 2
- I (x-r? ~ x—r ) xP+q T 2 In(x" + ).

3A.9 Procedimiento recomendado en el examen

1. Empieza el examen por el problema 3: son tres integrales y cada una se decide con la
tabla de 3A.2.

2. Antes de elegir método, busca un cambio de variable inmediato (la derivada de algo
esta multiplicando) o una simplificacién algebraica.

3. Escribe el método al inicio de cada inciso («por partes», «x = 2tan», «fracciones
parciales»); si te equivocas después, el planteamiento cuenta.

4. En fracciones parciales, revisa grados y factoriza antes de escribir la descomposicién;
usa las raices para las constantes.

5. En sustitucién trigonométrica, dibuja el triangulo antes de integrar: lo necesitaras para
regresar a x.

6. Comprueba cada resultado derivando (una linea) y escribe +C.
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4.4 Ejemplo resuelto

70

Ejemplo resuelto - Temperatura: razén de cambio y direccién de maximo aumento

Adaptado de: 1er extraordinario 2010-2, tipo A, problema 7.

La temperatura en el punto (x,y,z) es T(x,y,z) = 2e

2 2 2
¥ =8Y"+92" con T en grados

Celsius y x, y, z en metros. Obtenga: a) la razon de cambio de la temperatura en el
punto (—1,2,2) en la direccién del vector v = 2i — 2j + k; b) la direccion en la que T
aumenta mas rapidamente en ese punto.

Resolucion.

1.

Gradiente (regla de la cadena con la exponencial):

VT = 27 8V 197" (_ax, —16y, 182).

. En (=1, 2,2) el exponente vale —1 — 32 + 36 = 3:

VT(~1,2,2) = 2¢3(2,-32,36) = e3(4, —64, 72).

. Vector unitario: [v| =v4+4+1=3,asiqueu = (2 2 1).
. a) Derivada direccional:

3753

3 3

DT 38+128+72 208 5
ul = _— = .

La temperatura aumenta a razén de %eS °C/m (unos 1393 °C/m).

. b) La direccion de maximo aumento es la de VT(—1,2,2) = 63(4, —64,72), es

decir, la del vector (1, —16, 18); como unitario,

la razén de cambio es |VT| = 44581 €3 °C/m.

—16,18). En esa direccion

1
\/581(1’

Ejemplo resuelto - Dominio y curvas de nivel

Adaptado de: 2° final 2015-2, tipo B, problema 5.

Sea f(x,y) = \/y? — x. Represente graficamente su dominio y obtenga las ecuaciones
de sus curvas de nivel paraz =0y z = 1.

Resolucion.

1.
2.

Raiz cuadrada: y? — x > 0, es decir, x < y%. Dy ={(xy)|x< %}

La frontera es la parédbola x = y? (vértice en el origen, abre hacia la derecha)
y pertenece al dominio (>): se traza continua. Con el punto (—1,0): —1 < 0 se
cumple; la region es el exterior de la parabola, a su izquierda.

. Recorrido (no se pide, pero confirma los niveles): la raiz toma todos los valores

>0, asi que Ry = [0, 00); los niveles z = 0y z = 1 existen.

4. z=0:/y> — x = 0 = x = y?, la propia frontera.

.z=1%"—x=1= x = y2 — 1, la misma parébola recorrida una unidad a la

izquierda (vértice (-1, 0)).

. En general, el nivel k > 0 es x = y — k%: una familia de parabolas con el mismo

eje.

Unidad 3 - Parte B - Aplicaciones de la integral: area, longitud de arco y volumen de revoluciéon

El 4rea siempre es positiva y se da en [4?]. Si las curvas se cruzan dentro del intervalo,
cambia cual esta arriba y la integral se parte en el punto de cruce.

Area en coordenadas polares soLopLAN 2010 . Para una curva r = f(0), el elemento es
. . . 1
un sector circular delgado de radio r y angulo df, con area Erzdez

Los limites son los angulos entre los que la curva barre la regién una sola vez; en un
pétalo, los valores de 6 donde r = 0.

Longitud de arco. Un tramo muy corto de curva es casi un segmento de largo ds =

{(dx)? + (dy)?. Segin como esté dada la curva:
b
y=f(x): L= J 1+ @] dx

w050 1= [ () (D)

B dry\2
— . — 2
r=£(0) : L—L r +(d9) do
La longitud se da en [u]. En los exdmenes, el radicando casi siempre queda lineal (v1 + 9x)
o como un cuadrado perfecto disfrazado: si no se simplifica, revisa la derivada. La derivada
de las paramétricas viene de Calculo Diferencial.
Solido de revolucion. Al girar una region plana alrededor de una recta (el eje de giro) se
forma un sélido. Hay dos maneras de cortarlo:
= Discos y arandelas: el rectangulo es perpendicular al eje. Al girar forma un disco de
radio R o, si la region no toca el eje, una arandela de radio exterior R e interior r:

b
V= ﬂj (R2 - rz)dx.
a

= Capas cilindricas: el rectangulo es paralelo al eje. Al girar forma un tubo delgado de
radio p, altura h y grosor dx, con volumen 27z phdx:

b
V= Zﬂj p(x) h(x)dx.
a

Los radios son distancias al eje de giro, no ordenadas: con el eje y = k, el radio a la curva
y = f(x) es |f(x) — kl; con el eje x = k, el radio de una capa es |x — k|. El volumen se da
en [47].

Lo que no se pregunta. El 4rea de una superficie de revolucion, el centroide y el trabajo
no aparecen en los examenes de los dos planes; tampoco la longitud de arco en polares en
el banco del Plan 2016.
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Unidad 4 - Funciones de varias variables: derivadas parciales, plano tangente y derivada direccional

2 2
:lelipse;Z—Z—%:l

2
b

2 . . x?
circunferencia; =+

3. Identifica la cénica: x*> + y? = r
hipérbola; x = y? + ¢ parébola; ax + by = c recta.

4. Dibuja las curvas pedidas en el mismo plano, cada una con su valor de k, y respeta el
dominio (por ejemplo, si f tiene y en un numerador con raiz, la curva puede ser solo

media conica).

4.3.3 Limite doble por trayectorias
1. Sustituye el punto. Si f es continua ahi (no queda g), ese es el limite.

2. Si queda indeterminado, acércate por rectas y = mx (o parabolas y = mx?). Si el
resultado depende de m, el limite no existe.

3. Ejemplo: —2
. emplo: ——m—
(0,0).

m . . -
con y = mx da ——, que cambia con m: no existe el limite en
1+m

4.3.4 Derivadas parciales e interpretacion geométrica

1. Para f, trata a y como constante y deriva con las reglas de una variable; para f,, al
revés.

2. «Pendiente de la recta tangente a la curva de interseccién con el plano y = b»: es
fx(a,b). Con el plano x = a: es f,(a,b).

3. Si piden la recta tangente, su direccién es (1,0, f,) en el primer caso y (0, 1, fy) en el
segundo.

4.3.5 Derivadas parciales sucesivas y verificacion de una ecuacion

1. Calcula las primeras parciales y simplifica antes de volver a derivar.

2. Respeta el orden indicado: en se deriva primero dos veces respecto a y y luego

dx 3y

respecto a x. Por el teorema de las mixtas puedes elegir el orden mas comodo y decirlo.

3. Para «verificar que u satisface la ecuacién» (Laplace uyy +uy, = 0, calor u; = ke, u
otra), calcula solo las derivadas que aparecen, sustitiyelas y agrupa términos semejantes
hasta llegar a 0 = 0.

4. Evalta al final, si piden el valor en un punto.

4.3.6 Plano tangente y recta normal

1. Sila superficie es z = f(x,y) y te dan solo (x, ), calcula zy = f(xg, 3p)- Si te dan P,
completo, comprueba que esta en la superficie.
2. Escribe la superficie como F(x,y,z) = 0: pasa todo a un lado (para z = f, F =
fxy) - 2).
3. Calcula VF(Py) = (a, b, ¢). Puedes dividir entre un factor comun.
4. Plano: a(x — xp) + b(y — yp) + ¢(z — z) = 0; desarrolla y simplifica.
X=X Y= W 2—%
5. Recta normal: = =

b

a
si alguna componente es cero.

, 0 en paramétricas (x + at, yy + bt, zy + ct)
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3. Aprovecha la simetria: integra media regién y multiplica por 2.

2

Parte

usa el angulo doble: cos? 20 = _”CZS 4 (

4. Calcula A = % [ r?d0. Para cos? y sen
A).

3B.3.3 Longitud de arco

1. Identifica la forma de la curva: y = f(x), paramétrica o polar, y escribe la formula que
corresponde.

2. Deriva y eleva al cuadrado: [ f/(x)]2, o (%)? + (3)?, 0 7% + (r")2.

3. Simplifica el radicando antes de integrar. En paramétricas con e’ cost y e’ sent, los
productos cruzados se cancelan; en polares con r = af?, saca el factor comin.

4. Integra (casi siempre un cambio de variable u = 1+ 9x o u = 6 + 4) y evalia. Da el
resultado exacto en [u].

3B.3.4 Volumen por discos y arandelas

1. Dibuja la regién, el eje de giro con linea punteada y un rectangulo perpendicular al eje.

2. Siel eje es horizontal (y = 0 0 y = k), el rectangulo es vertical y se integra en x; si es
vertical (x = 0 o x = k), es horizontal y se integra en y: despeja x de cada curva.

3. Mide los radios desde el eje: R hasta la curva mas lejana, r hasta la mas cercana (r = 0
si la region toca el eje).

4. CalculaV =r I(Rz —r?). Se eleva cada radio por separado: R? —r? = (R —r)?.

Eje y = k. Laregién entre y = x? y y = x (0 < x < 1) gira alrededor de y = 2. La recta

queda arriba de la region, asi que la curva més lejana es la de abajo: R = 2—x? yr = 2—x,

y

1
V= nJ [2 - x2)? = (2 — x)?]dx = X [43].

0 15
3B.3.5 Volumen por capas cilindricas
1. Dibuja la region y un rectangulo paralelo al eje de giro.
2. Para un eje vertical (x = 0 o x = k) el rectangulo es vertical y se integra en x: radio

p = |x — k|, altura h = curva de arriba menos curva de abajo.

3. Calcula V = 27 [ p hdx.
4. Sipuedes, comprueba con discos en y: los dos métodos dan el mismo volumen.
Cuando conviene cada uno. Alrededor del eje y con curvas y = f(x) dificiles de
despejar, o con una region que necesitaria dos integrales en y, usa capas. Si x se despeja
facil (y = Inx = x = ¢¥), los discos en y suelen ser mas cortos.

3B.4 Ejemplo resuelto

Ejemplo resuelto - Area entre una parabola y una recta

Adaptado de: 1er final 2016-1, tipo A, problema 4.
Calcule el 4rea de la region limitada por las graficas de y = x2 + 2x + 1y y = 2x + 5.
Resolucion.
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Unidad 4 - Funciones de varias variables: derivadas parciales, plano tangente y derivada direccional

Derivacion implicita. Si F(x, y, z) = 0 define z como funcién de x y y, y F, # 0:

oz B o= b
ox F,’ ay F,’
d F,

Con una ecuacién F(x,y) = 0, Y__ K
dx E,

Gradiente y derivada direccional. El gradiente es el vector de las parciales: Vf = (f,, f,)
o (fvs fy» f2); V es el operador nabla. La derivada direccional en la direccién del vector
unitario u es

_Y

D,f = s Vf-u
Como Vf -u = |Vf] cos6:

= f aumenta mas rapido en la direccioén de Vf, y esa maxima razén de cambio (maxima
variacion) vale |V f];

= disminuye maés rapido en la direcciéon de —V f, con razén —|Vf|;

= no cambia en las direcciones perpendiculares a Vf (D, f = 0);

= Vf(a,b) es perpendicular a la curva de nivel que pasa por (a,b).

Lo que el programa menciona y no se pregunta. El Plan 2010 incluye, ademas, la

comparacion entre el incremento y la diferencial total, la diferencial de orden superior y la

permanencia de la forma de la diferencial total (subtemas 4.6 y 4.7); el Plan 2016 los quité.

Los dos planes nombran la derivaciéon implicita en sistemas de ecuaciones. En los 112

examenes revisados no hay ningin problema de estos temas: basta saber que existen. La

comparacion entre incremento y diferencial aparece solo como comentario en el ejercicio

de diferenciales.

4.2 Cémo reconocer el problema

El enunciado dice... Procedimiento

«Determine el dominio», «el recorrido», «tracela ~ Dominio y region (4.3.1)
region de definicion»

«Obtenga (trace, identifique) las curvas de nivel
para z = k»

«Calcule el limite cuando (x,y) = (a,b)» 0 «jes
continua?»

«Pendiente de la recta tangente a la curva de
interseccién de la superficie con el plano y = b»
;:_a];; en (a,b)», «compruebe que las
mixtas son iguales», «verifique que u satisface la
ecuacion...»

«Plano tangente» o «recta normal» a una

superficie en un punto

Curvas de nivel (4.3.2)
Limite doble (4.3.3)

Derivada parcial (4.3.4)

«Calcule Parciales sucesivas (4.3.5)

Plano tangente (4.3.6)
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1. Cortes: x> +1=x+3=>x2—x—2=0= (x—2)(x + 1) = 0. Puntos (-1,2) y
(2,5).

2. En x = 0 la recta vale 3 y la parabola 1: la recta esta arriba. Las dos curvas estan
sobre el eje (y > 1), asi que la regidén no toca el eje: arandelascon R = x + 3y
r=x*+1.

3. Integrando: (x +3)? = (x* +1)? = x® + 6x+ 9 —x* —2x? — 1 = —x* —x? + 6x + 8.
4. Integral:
2
VIITJ (—x4—x2+6x+8)dx
-1
5 3 2
:ﬂ(—x——x—+3x2+8x)
5 3 .
—9. 32 _ 8 — 284 —_1.1.1 _8=_8 pj ™
5. Enx=2: 3 3+12+16—15.Enx— Le+3:+3-8= 15Aleerenc1a.

351 _ 117
® i s
_Wim sy 3 ion: (X _x 2 -
6. V= : [4”] = 73.5 [u”]. Comprobacion: dx( s 5 T3 +8x) = —x
6x + 8.

4_2

Ejemplo resuelto - Volumen de un barril

Un barril mide 1 m de altura. Su radio es de 40 cm a la mitad de la altura y de 30 cm
en las tapas, y su perfil es paraboélico. Calcule cuantos litros le caben.
Resolucién.
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Unidad 4 - Funciones de varias variables: derivadas parciales, plano tangente y derivada direccional

Unidad 4 - Funciones de varias variables: derivadas parciales,
plano tangente y derivada direccional

1 Volver al indice

Objetivo (programa de la asignatura). El alumno comprendera el concepto
de funcion escalar de variable vectorial, determinara la variacién de este tipo
de funciones en cualquier direccion y la aplicara en la resolucion de problemas
fisicos y geométricos. El programa de 2016 dice: «El alumno analizara la
variacién de una funcion escalar de variable vectorial respecto a cada una de
sus variables y resolvera problemas fisicos y geométricos.»

Instrucciones de emergencia

= Plan: el tema 4 es el mismo en los dos planes (4.1 a 4.9). El Plan 2010 nombra
ademas tres subtemas que nunca se han preguntado (parrafo final de la seccién
4.1).

= Frecuencia: son los problemas 5 y 6 de todos los exdmenes: 52 de 52 en el Plan
2010 (112 problemas: dos por examen en 42, tres en 9 y uno en el restante) y 60 de
60 en el Plan 2016 (116 problemas). Por subtema, Plan 2010 / Plan 2016: derivada
direccional y gradiente 29/33; dominio, recorrido y region 22/29; plano tangente
y recta normal 20/22; parciales sucesivas y mixtas (verificar una ecuacioén) 19/18;
regla de la cadena y razones de cambio 14/12; curvas de nivel 9/10; diferencial total
3/1; limite doble 1/0; derivacién implicita 1/0.

= Tiempo: de 4 a 5 horas para esta unidad. En el examen, de 15 a 20 minutos por
problema.

= Ruta corta:
1. Lee la seccion 4.1 y la tabla de la 4.2 (30 min).
2. Estudia los procedimientos 4.3.1, 4.3.2, 4.3.5, 4.3.6, 4.3.8 y 4.3.10: cubren casi

todos los problemas.

3. Sigue los dos ejemplos de la seccién 4.4 tapando la resolucion.
4. Resuelve los ejercicios 4.5 con cronémetro (15 min cada uno).

4.1 Conceptos y expresiones

Funcion escalar de variable vectorial. Asigna un numero real a cada punto de una
region del plano o del espacio: z = f(x,y) ow = f(x, y, z). Ejemplos fisicos: la temperatura
de una placa, el potencial eléctrico, el volumen de un cilindro como funcién de su radio y

su altura.

Dominio, recorrido y region de definicion. El dominio es el conjunto de puntos (x, y)
donde la regla tiene sentido; dibujado en el plano xy es la region de definicion. El recorrido
es el conjunto de valores que toma z. Las tres restricciones que aparecen en los examenes

son:

= raiz cuadrada (o de indice par): radicando > 0;
= Jogaritmo: argumento > 0;
= cociente: denominador # 0.
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Resolucién.
y
(-3
x=y' -4y
\Q N dy
x=2y-y
X

1. Se despeja x: x = y? — 4y es una parabola horizontal que abre a la derecha, con vértice

6.

(-4,2); x =2y — y2 abre a la izquierda, con vértice (1, 1).

. Cortes: y* —4y =2y —y* = 2y —6y =0 = 2y(y—3) = 0,asique y =0y y = 3.

Puntos (0,0) y (-3, 3).

. Franjas horizontales. En y = 1: 2y — y* = 1y y?> — 4y = —3; la de la derecha es

x=2y— yz.
. Largo de la franja: (2y — y%) — (% — 4y) = 6y — 2y°.
. Integral:
3 3.3
2
A= J (6y - 2y%)dy = (3y* - L) =27-18.
0 3 0
s d
A = 9[u?]. Comprobacion: @(33/2 - §y3) =6y — 2y~

Ejercicio 3B.5.2 - Area con dos regiones: raiz ciibica y recta

Adaptado de: 2° final 2018-2, problema 4.

Calcule el area de la region limitada por las graficas de f(x) = ¥/x y g(x) = x.

Resolucion.

1.
2.

Cortes: x =x = x = X = x(x2 —1) =0, asi que x = —1, 0, 1. Hay dos regiones.

En [0, 1], con x = %: Ix = % > %;arriba esta f. En [-1,0], con x = —%: x= —% > —
arriba esta g.

1
5

. Las dos funciones son impares: las regiones son simétricas respecto al origen y tienen

la misma érea.

. Integral:

1

1 2
- 1/3 _ —o (3,43 _ X
A ZJ'0 (x x)dx 2 (4x 5 )

0

2(3-)=2-1

A= % [4%]. Comprobacion: dix(%x‘*m) = x'/3_ Sin partir, Lll(xl/3 — x)dx = 0: las dos

areas se cancelan.
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Unidad 3 - Parte B - Aplicaciones de la integral: area, longitud de arco y volumen de revoluciéon

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 104.

Ejercicio propuesto 3B.6.3

Adaptado de: ler extraordinario 2020-1, problema 4.

Calcule el volumen del s6lido que se obtiene al girar, alrededor del eje de las abscisas, la
region limitada por x = 0, y = ¢™*, y = 0 y x = In 2. Dibuje el sélido.

Resultado: V = 3?” [43].

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 104.

Ejercicio propuesto 3B.6.4

Adaptado de: 3er extraordinario 2011-2, problema 5.
Calcule la longitud de arco de la curva r = 362 en el intervalo [0, 7].

Resultado: L = (7% + 4)3/2 — 8 [u] = 43.65 [u].

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 104.

Ejercicio propuesto 3B.6.5

Adaptado de: 3er extraordinario 2015-1, problema 4.

soLo pLAN 2010 Calcule el 4rea de la region limitada por la curvar = 2 + 2sen#.
Resultado: A = 67 [4?].

— Resolucién en el Apéndice E, p. 104.

Ejercicio propuesto 3B.6.6

Adaptado de: ler extraordinario 2017-2, problema 4.

Calcule la longitud de la grafica de f(x) = %\/; en el intervalo [0, i]

J2-1
6

Resultado: L = 2 [u] = 0.30 [u].

— Resolucién en el Apéndice E, p. 104.

3B.7 Errores frecuentes

= Empezar sin figura. Sin la gréfica no se sabe qué curva esta arriba, si hay dos regiones
ni si la region toca el eje de giro.

= Integrar de un lado al otro de un cruce. Si las curvas se cruzan dentro del intervalo,
las 4reas con signo se cancelan ( f_ll(é/f — x)dx = 0). Parte la integral.

= Equivocar «derecha menos izquierda». En las parabolas horizontales despeja x con
cuidado: y? — 2y + x = 0 da x = 2y — y%, no % — 2y.

= Elevar mal en las arandelas. I(R2 —rnoesr I(R —r)2

= Medir el radio desde el eje equivocado. Con el eje y = k 0 x = k, el radio es la
distancia a esa recta, no la ordenada ni la abscisa.

= Olvidar 27 en las capas o 7 en los discos, o el 1 del 4rea en polares.

= Limites polares por tanteo. En un pétalo, los limites son los 4ngulos donde r = 0;
integrar de 0 a 277 en una rosa da todos los pétalos.
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3. Integral:
1 x4 1
VzZr[J x-x2dx =21 =
0 4, 4

Tr3
4. V== .
> 1]

5. Comprobacion con arandelasen y,paral < y<2:R=1(larectax =1)yr=y—1
(la parabola):

V:an[l—(y—l)]dy:r[(l— %) = g

Ejercicio 3B.5.5 - Discos en y con logaritmo
Adaptado de: ler final 2017-1, tipo C, problema 4.

Calcule el volumen del sélido de revolucién que se obtiene al girar alrededor del eje de

las ordenadas la regién limitada por y =Inx, y =0,y =1y x = 0.

Resolucion.

1. Se despeja x: y = Inx = x = e¥. La region esta entre el eje y (x = 0) y la curva x = ¢”,
para0 <y <1

2. Laregion toca el eje de giro: discos horizontales de radio R = e”.

3. Integral:

1
= %(ez - 1).

1 2y
V:ﬂJ- ezydy:n'e—
0 2 o

4. V= @ (3] = 10.04 [3].

5. Comprobacién con capas: en x la region se parteen 0 < x < 1 (altural)y 1 <x <e

e e?—3
(altura 1 — In x). Con partes, fl x(1 —Inx)dx = -

2 n(e® -1

on( 4 £22) - 2D
2 4 2

Los discos en y evitan partir la region y la integracion por partes.

Ejercicio 3B.5.6 - Longitud de arco en cartesianas

Adaptado de: 2° final 2019-2, problema 4.

Calcule la longitud de arco de la grafica de f(x) = 2\/; en el intervalo [0, %]
Resolucion.

1. f(x)= 2%3/2 = f'(x) = 3x1/2 o Lf (0)]? = 9x.

2. Integral:

1/3
L:J V1 + 9xdx.
0

3. Cambio de variable u = 1 + 9x, du = 9dx; los limites pasanau =1y u = 4:

4
4
L:lJ ul/zdu:iu3/2| 23(8—1).
9] 27 1 27
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Unidad 3 - Parte B - Aplicaciones de la integral: area, longitud de
arco y volumen de revolucion

1 Volver al indice

Objetivo (programa de la asignatura). El alumno adquirira habilidad en
el uso de diversas técnicas de integracion y las aplicara en la resolucion de
problemas geométricos. El programa de 2016 dice lo mismo con otras palabras:
«El alumno aplicard métodos de integracion y los utilizara en la resoluciéon
de problemas geométricos.»

Instrucciones de emergencia

= Plan: todo es de los dos planes salvo el area en coordenadas polares (3B.3.2), que
solo pide el Plan 2010. La longitud de arco en paramétricas la nombra solo el
programa del Plan 2010; el del Plan 2016 no, pero sale en uno de sus examenes y
se deja para los dos.

= Frecuencia: es el problema 4 en los 52 examenes del Plan 2010: area entre curvas
20, volumen de revolucién 16, longitud de arco 13 (cartesiana 8, paramétrica 4,
polar 1) y area en polares 5. En el Plan 2016 sale en 56 de los 60 examenes: area 36,
volumen 12, longitud de arco 8 y ningtin problema de polares.

= Tiempo: de 3 a 4 horas para esta parte. Las integrales se resuelven con lo de la
Parte A; aqui lo nuevo es plantearlas.

= Ruta corta:
1. Lee las secciones 3B.1y 3B.3 (30 min).
2. Sigue los tres ejemplos de la seccién 3B.4 tapando la resolucion.
3. Resuelve los ejercicios 3B.5 con cronémetro (15 min cada uno), empezando por

la figura.

3B.1 Conceptos y expresiones

La idea de todas las aplicaciones. Se corta la figura en pedazos muy delgados, se escribe

la medida de un pedazo (el elemento diferencial) y se suman todos con una integral definida.
Los limites de la integral son el primero y el dltimo valor de la variable en la que se corta.

Por eso cada problema empieza con la grafica de la regién y un pedazo dibujado.

Area entre curvas. Si f(x) > g(x) en [a,b], el elemento es un rectangulo vertical de
altura f(x) — g(x) y ancho dx:

b
A= J [f(x) - g(x)]dx.

Si conviene cortar en franjas horizontales (curvas de la forma x = h(y), como las parabolas
horizontales), el elemento tiene largo «derecha menos izquierda»:

d
A= j [xder () = 312 3)] .
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4.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 4.5.1 - Dominio, recorrido y region con logaritmo

Adaptado de: 1er extraordinario 2012-1, problema 5.
Determine el dominio y el recorrido, y trace la regiéon de definicion de la funcion

1

fley) = \/ﬁ

Resolucion.

1. Condiciones: logaritmo, 1 — x — y > 0; raiz en el denominador, In(1 — x — y) > 0.

2. Inw>0siysolosiw>1:1—x—y>1= x+y <0. Esta condicién ya implica la
primera.

3. Dy ={(x,y) | x + y < 0}: el semiplano debajo de la recta y = —x, que no pertenece a
la region (punteada). El origen no esta: 0 < 0 es falso.

4. Recorrido: en el dominio, w = 1 — x — y toma todos los valores de (1, ); entonces
Inw € (0,00), VInw € (0, ) y su reciproco también. Rp={z|z>0}

x+y<0 N
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3B.2 Cémo reconocer el problema

El enunciado dice...

Procedimiento

«Calcular el area de la region limitada por las

Area en x (3B.3.1)

graficas de...» con y = f(x)

Curvas como y2 — 4y — x = 0 0 x = y? (parabolas

Areaen y (3B.3.1)

horizontales)

«Area de un pétalo», «de la cardioide», r = f(0)
«Longitud de arco» o «longitud de la grafica de f

Area en polares (3B.3.2)
Longitud de arco (3B.3.3), forma

en [a,b]» cartesiana
«La curva dada por x = ..., y = ...» con parametrot Longitud de arco (3B.3.3),
paramétricas

«Longitud de la curva r = 36%»
«Volumen del sélido... al girar alrededor del eje de

Longitud de arco (3B.3.3), polares
Discos o arandelas en x (3B.3.4)

las abscisas»

«.

«.

.. alrededor del eje de las ordenadas»

.. alrededor de larecta y = k» 0 «x = k»

Capas en x (3B.3.5) o discos en y
(3B.3.4)

Discos (3B.3.4) o capas (3B.3.5)
con el radio medido desde la recta

3B.3 Procedimientos

3B.3.1 Area entre curvas

1.

Dibuja las curvas: identifica rectas, parabolas (vértice y hacia donde abren), e, In x. Si
alguna ecuacién tiene y? y no x2, despeja x: es una parabola horizontal.

. Calcula los puntos de corte igualando las dos expresiones. Los cortes son los limites de

la integral.

. Elige el corte: franjas verticales (dx) si cada vertical entra por una curva y sale por otra;

franjas horizontales (dy) si asi pasa con las horizontales. Con parabolas horizontales
casi siempre es en y.

. Decide qué curva esta arriba (o a la derecha) probando un punto intermedio. Si el orden

cambia, parte la integral.

. Integra «arriba menos abajo» o «derecha menos izquierda» y da el resultado en [?].

Si sale negativo, restaste al revés.

Simetria. Si las dos funciones son impares (3/x y x) o la region es simétrica respecto a
un eje, calcula una parte y multiplica. Nunca integres de un lado al otro de un cruce sin
partir: las areas con signo se cancelan.

3B.3.2 Area en coordenadas polares soLo PLAN 2010

1.

2.
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Dibuja la curva con una tabla de 8 y r (cada % o %). Rosa r = acosnf: n pétalos sin es
impar y 2n si es par. Cardioide r = a(1 + sen @) o a(1 + cos ).

Busca los limites: en un pétalo, los angulos consecutivos donde r = 0; en una curva
cerrada que no pasa dos veces por el mismo punto, una vuelta completa (0 a 27).

Unidad 4 - Funciones de varias variables: derivadas parciales, plano tangente y derivada direccional

4.3.7 Diferencial total y cambio aproximado

1.

4.

Escribe la formula de la magnitud (volumen, area, resistencia...) en funcién de sus
variables.

. Calcula dV =V, dr + V}, dh.
. Evalda las parciales en los valores iniciales y toma dr = rgpa1 — Tinicial CON SU signo

(negativo si la variable disminuye).
Da el resultado con unidades y di si es aumento o disminucion.

4.3.8 Regla de la cadena y razones de cambio

1.

. Evaluia las variables intermedias en el punto antes de sustituir (por ejemplo, u = e

Dibuja el arbol: la funcion arriba, las variables intermedias en medio y las indepen-
dientes abajo.

9z . . .
. Para 5 recorre cada camino de z a x; cada camino da un producto de derivadas y los

caminos se suman.
2x+y

en (1,—1) vale e).

. Razones de cambio relacionadas: escribe la férmula (V = l7rr2h), deriva respecto a t

con la regla de la cadena, sustituye los datos del instante y despeja la razén que falta.

«Permanece constante» significa ((11—‘: =0.

/NN

4.3.9 Derivacion implicita

1.
2.

3.

Pasa todo a un lado: F(x, y,z) = 0.
Calcula Fy, F), y F, tratando a las tres variables como independientes.

oz E oz Fy , . iy
— = ——y — = ——; evalla en el punto, que debe cumplir la ecuacion.
ox E, © dy F,

4.3.10 Gradiente y derivada direccional

1.
2.

Calcula Vf y evaltalo en el punto.

—
Convierte la direccidn en vector unitario: u = v/|v|. Si te dan dos puntos, v = PQ; si
te dan un angulo, u = (cos 0, sen 0); si te dan una recta, usa su vector director.

. Dyf =Vf-u, con unidades de f por unidad de longitud.
. Direccién de maximo aumento: V f(P); de maximo descenso: —V f(P); maxima razén

de cambio: |V f(P)].

. Direccion en que f no cambia: Vf - u = 0. En el plano, si Vf = (a,b), son +(—b, a); con

angulo, acosf + bsenf = 0.
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y=2x+5

2.9

y=(x+ 1)

1. Figura: y = (x + 1)? es una parébola con vértice en (—1,0) que abre hacia arriba;
y = 2x + 5 es una recta de pendiente 2.

2. Cortes: x> +2x +1=2x +5 = x*> = 4 => x = +2. Puntos (=2,1) y (2,9).

3. En x = 0 larecta vale 5 y la parabola 1: la recta esta arriba. Rectangulo vertical de
altura (2x +5) — (x> + 2x + 1) = 4 — x°.

4. Integral:
2 , JEN
Azj 4—x0)dx = (ax- ) .
_2( x“)dx ( x=3 )72
5. Evaluacién: (8 — g) —(-8+ g) =16 — 1_36 = 3_32

6. A = % [u?] = 10.67 [u?]. Comprobacién: el integrando 4 — x? es par, asi que

A=2fj(a-xDdx=2(s- %)= £,

Ejemplo resuelto - Volumen por arandelas alrededor del eje x

Adaptado de: 3er extraordinario 2011-2, problema 4.

Calcule el volumen del s6lido que se genera al girar, alrededor del eje x, la region
acotada por las graficasde y = x? + 1y y = x + 3.

Resolucion.
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El enunciado dice... Procedimiento

«Por medio de diferenciales...», «cambio Diferencial total (4.3.7)
aproximado», «error en el volumen»

«Sean z = f(u,v),u = ..., v =...», «calcule %», Regla de la cadena (4.3.8)

«ja qué razéon cambia...?»

«F(x,y,z) = 0 define z como funcién de x y y» Derivacién implicita (4.3.9)
«Derivada direccional», «razén de cambio en la Gradiente y derivada direccional
direccion de...», «direccién de maximo aumento»,  (4.3.10)

«maxima variacién», «direccion en que no cambia»

4.3 Procedimientos

4.3.1 Dominio, recorrido y region de definicion
1. Escribe una condicion por cada raiz par (> 0), logaritmo (> 0) y denominador (# 0). Si

una raiz esta en el denominador, la condicién es > 0.

2. Resuelve cada condicién para dejar a la vista la curva frontera: recta, circunferencia,
elipse, parabola o hipérbola (completa cuadrados si hace falta).
3. Toma la interseccion de todas las condiciones y escribela como conjunto: Dy = {(x, y) |

o}

4. Dibuja la frontera: continua si el signo es > o <, punteada si es >, < o #. Para saber de
qué lado esta la region, prueba un punto, como el origen.

5. Recorrido: sigue la cadena de valores de adentro hacia afuera (por ejemplo, w =
1-x—ye(l,0)=Inwe (0,00) = ...).

Iny
4—x%—y
denominador). Su regién de definicién es el semidisco superior abierto: los dos bordes
van punteados.

Por ejemplo, f(x,y) = > pide y > 0 (logaritmo) y 4 — x> — % > 0 (raiz en el

4.3.2 Curvas de nivel

1. Calcula primero el recorrido: solo los k del recorrido tienen curva de nivel.
2. Iguala f(x,y) = k, despeja hasta quitar raices y denominadores (eleva al cuadrado
cuidando el signo) y lleva la ecuacion a la forma canodnica.
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30

0 ) disco

40

Po==cx

1. Ejes: el eje y es el eje del barril, con el origen a la mitad de la altura y todo en
centimetros, asi que —50 < y < 50. El radio a la altura y es r(y).
2. Perfil parabélico, simétrico, con méximo 40 en y = 0: 7(y) = 40 — ky?. En las tapas,

r(+50) = 30 = 40 — 2500k = 30 = k = —-. Asi, r(y) = 40 — .
3. Cada corte horizontal es un disco de radio r(y) y grosor dy: dV = z r(y)*dy.

4. Por simetria, el doble de la mitad de arriba:

V:nro (40- y—z)zdy

5o 250
50 2 4
8
:27IJ' (1600—l+ Y )dy.
0 25 62500
o fo . _ .8 .50° _ 40000 1 50° _
5. Término a término, de 0 a 50: 1600(50) = 80 000; =3 =3 s 5 1000.

40000 _ 203000
—_— —3

6.V m3 = 425162 cm®. Como 1L = 1000 cm?:

7. Al barril le caben unos 425 L. Comprobacion: un cilindro de radio 40 cmy 1 m
de alto tendria unos 503 L, y uno de radio 30 cm, unos 283 L; el barril queda entre
los dos y mas cerca del primero, porque casi toda su altura tiene radio cercano a
40.

Suma: 81000 —
_ 4060007

3B.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 3B.5.1 - Area entre dos parabolas horizontales

Adaptado de: 2° extraordinario 2015-1, problema 4.

Calcule el 4rea de la region limitada por las graficas de y? —4y —x = 0y y* — 2y + x = 0.
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En la figura, el borde que pertenece a la region se traza continuo y el que no pertenece,
punteado. Una region es abierta si no contiene ningtin punto de su frontera y cerrada si
los contiene todos.

Grafica y curvas de nivel. La grafica de z = f(x, y) es una superficie en el espacio. Su
curva de nivel k es el conjunto de puntos del plano xy donde f(x, y) = k: es la proyeccion
del corte de la superficie con el plano z = k. Solo hay curva de nivel para los k del recorrido.
Con tres variables, f(x,y,z) = k es una superficie de nivel.

Limite y continuidad. lim(, ;) ,(4p) f(x,y) = Lsignifica que f se acercaa L por cualquier
trayectoria que llegue a (a, b). Si dos trayectorias dan valores distintos, el limite no existe.
f es continua en (a, b) si el limite existe y vale f(a,b). Los polinomios, la exponencial, el
seno y el coseno son continuos en todo el plano; los cocientes, raices y logaritmos, en su
dominio.

a
Derivadas parciales. a—f = fx se calcula derivando respecto a x con y constante; f,, con
X

x constante. Interpretaciéon geométrica: f(a,b) es la pendiente de la recta tangente, en
el punto (a,b, f(a,b)), a la curva que resulta de cortar la superficie con el plano y = b;
fy(a, b), la de la curva que resulta del corte con x = a. Interpretacion fisica: razon de
cambio de f cuando solo cambia una variable.

2
Derivadas parciales sucesivas. Se deriva otra vez: fy, = PR fyy» v las mixtas fy, =
*f ) .
o (primero x, luego y) y fyx. Teorema de las derivadas mixtas (de Schwarz): si las
y ox

mixtas son continuas, fyy, = f); el orden no importa. Lo mismo con las de tercer orden.
Vector normal, plano tangente y recta normal. Si la superficie es F(x,y,z) = 0,
el gradiente VF = (F, F),, F;) en un punto P, de ella es normal a la superficie. Con
n = VF(P)) = (a,b,¢c):
a(x — x0) + b(y — o) + c(z — 29) = 0

es el plano tangente, y la recta normal es

X=X _Y~X _*2"%

a b c

Si la superficie es z = f(x, y), basta tomar F = f(x,y) — 2, con normal (f, f,, —1).
Diferencial total. Si z = f(x, y) es diferenciable,

a a
dz = —f dx + —f dy,
ox ay
y para cambios pequefios Az = dz. Con tres variables se agrega f, dz.
Regla de la cadena. Siz = f(u,v) conu = u(x,y) y v = v(x, y):
oz _ozou ozov
dx duodx Ivax’
y lo mismo con y. Si z = f(x,y) con x = x(¢) y y = y(¢), la derivada total es
G _ozdx ozl
dt  oxdt dydt
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Ejercicio 3B.5.3 - Arandelas entre seno y coseno hiperbdlicos

Adaptado de: 1er final 2018-1, tipo C, problema 4.

Calcule el volumen del sélido que se genera al girar, alrededor del eje de las abscisas, la
region limitada por las graficas de y = senhx, y = coshx, x =0y x =In2.

Resolucion.

1.

Figura: cosh x — senh x = e™ > 0, asi que cosh x est4 arriba; en [0,In 2], senh x > 0.

La region va de y = senh x a y = cosh x y no toca el eje (salvo en el punto (0, 0) de su
borde inferior).

. Arandelas: R = cosh x, r = senh x.
. Integral, con la identidad cosh? x — senh® x = 1:

In2 In2
V= nJ (cosh2 x — senh® x)dx = nrj dx.
0 0
.V = zln2[4®] = 2.18[u?]. Comprobacion: con coshln2 = % y senhln2 = %, el
i = 25 _ 9 _
integrando en x =In2 es % 16~ b

Ejercicio 3B.5.4 - Capas cilindricas alrededor del eje y

Adaptado de: 1er final 2013-1, tipo C, problema 4.

Calcule el volumen del sélido de revolucion que se obtiene al girar alrededor del eje de
las ordenadas la regién limitada por las graficasde y = x> + 1, y = 1y x = 1.

Resolucion.
y
y=x*+1
'
‘\
| \\
[N
| \
| \
| N\
|
|
altura x?
L M y=1
<>
radio x
x=1
X
1. Regién: 0 < x <1y 1< y < x% + 1. El eje de giro (x = 0) es su borde izquierdo.
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. Rectangulos verticales (paralelos al eje): capas de radio p = x y alturah = (x> +1)—1 =

x2.
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Olvidar el 1 en la longitud de arco: es \/1 + [ f’]2, no /[ /2.

3B.8 Formulario de emergencia de la unidad

Areaenx: A = ff [ f(x)— g(x)] dx, con f arriba.
Areaeny: A = fcd [xder - xizq] dy.

Area en polares soL0PLAN 2010 : A = % Lf r2de.
Arco, cartesianas: L = jab 1+ [f7(x)]? dx.
Arco, paramétricas: L = j[tlz NEER

Arco, polares: L = faﬁ rZ + ()2 dé.

Discos y arandelas: V = Jab(R2 - rz)dx (o dy).
Capas: V = 2r j: p hdx, con p la distancia al eje.

2 1+cos 2u 2 1—cos2u

Identidades ttiles: cos® u = ,sen“u = , cosh® x — senh® x = 1.

3B.9 Procedimiento recomendado en el examen

1.

Dibuja las curvas, marca los puntos de corte y sombrea la regién. Dibuja un rectangulo
(o un sector) representativo.

. En volumen, dibuja el eje de giro punteado y decide: rectangulo perpendicular al eje

(discos) o paralelo (capas).

. Escribe el elemento diferencial con palabras: «arriba menos abajo», «radio exterior»,

«radio por altura».

. Plantea la integral con sus limites y simplifica el integrando antes de integrar.
. Integra con la técnica de la Parte A, evalta con fracciones exactas y escribe las unidades

[u?], [u] o [u’].

. Revisa el signo y el orden de magnitud con la figura: un area no puede salir negativa

ni mayor que el rectangulo que la contiene.
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4. L= % [u] = 0.52 [u]. Comprobacién: %[217(1 +9x)3/2] =2.3.9/T+9%=1+09x

27 2

Ejercicio 3B.5.7 - Longitud de arco en paramétricas: espiral

Adaptado de: 2° extraordinario 2011-1, problema 5.
Calcule la longitud de la curva dada por x = et cost, y= e'sent, cont € [0,In11].
Resolucion.

1. Derivadas (producto):

dx _t

" e ‘(cost + sent)
dy ;

i (cost — sent)

2. Suma de cuadrados: los productos cruzados +2 sent cost se cancelan,

e_Zt[(cost + sent)? + (cost — sen t)z] =27 %

3. Integral:
11 In11 1
L= J Vaetar =z (- = a1 - L),
o 11
_ 10\/5 ‘s d —t\ _ —t . . N
4. L= ETH u] = 1.29 [u]. Comprobacién: 5(—\@6 ) = V2e™!; y la distancia al origen

bajade 1a 11—1: L es mayor que esa diferencia, 1—(1).
Ejercicio 3B.5.8 - Area de un pétalo de una rosa
Adaptado de: ler final 2013-1, tipo A, problema 4.

soLo pLAN 2010 Calcule el area de la region limitada por uno de los pétalos de la rosa
r = 2cos 26.

Resolucion.
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Unidad 3 - Parte B - Aplicaciones de la integral: area, longitud de arco y volumen de revolucion

1. Larosa tiene 2 - 2 = 4 pétalos de largo 2. El pétalo sobre el eje x positivo empieza y
acaba donder = 0: cos20 =0 = 0 = +Z.
2. Por simetria respecto al eje x, el doble de la mitad de arriba:

1 /4 /4
A=2- 2 J- 4cos®20d0 = J 2(1 + cos 49)d9.
0 0

1 m/4 o, 1 o
3. (29 +”§ sen49)|0 =5 +ysenw=2.
4. A= > [4?] = 1.57 [u%]. Comprobacion: d%(ZG + %sen 49) =2+ 2cos40 = 4 cos? 20,

los cuatro pétalos suman 27, la mitad del circulo de radio 2.
3B.6 Ejercicios propuestos
Resuélvelos sin ver la solucién. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E.
Ejercicio propuesto 3B.6.1
Adaptado de: 2° final 2016-2, problema 4.
Calcule el 4rea de la region limitada por las curvas y = 4x° y y = 8x2.
1
Resultado: A = ?6 [42].
— Resolucién en el Apéndice E, p. 103.
Ejercicio propuesto 3B.6.2
Adaptado de: 2° final 2016-1, tipo A, problema 4.

Calcule el volumen del sélido que se forma al girar alrededor del eje de las ordenadas la
region limitada por las graficasde y =3x,y =1y x = 0.

Resultado: V = % [43].
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